Capitulo 3
Dominar los conceptos basicos

1. Estar en armonia con los datos

El error méas comtn que cometen las personas recién iniciadas en data sciences es usar
directamente, sin precauciones y sin un anélisis preliminar, los algoritmos disponibles
sobre datos mal entendidos.

A lo largo del proceso de desarrollo de su estudio y desde su primer contacto con un
problema, el data scientist estard interesado en evaluar sus datos, usando diferentes
herramientas estadisticas para poder visualizarlos desde varios puntos de vista. Esta
es la inica manera de poder formular con juicio las hipétesis que queremos validar, o
no, a lo largo del proceso.

[l Observacion

El lector interesado que quiera volver a los aspectos basicos, sin duda quedara satis-
fecho con el libro de Andrei Kolmogorov, a quien debemos muchas contribuciones a
ciertos conceptos que subyacen a nuestra practica de las data sciences (formaliza-
cion de la légica intuitiva como «calculo sobre problemas», ley fuerte de los grandes
ndmeros, axiomas de probabilidad a través del lenguaje de las teorias de medida,
upsilon-entropia que permite calificar los estimadores, aplicacion del método de Poin-
caré al estudio de equilibrios, etc.).

La interpretacién de herramientas estadisticas requiere asimilar algunas nociones fun-
dacionales sobre probabilidad, que vamos a abordar ahora.
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Algunas nociones principales

Fendmeno aleatorio

Se enfrenta a un fenémeno aleatorio si, cuando se realiza un experimento varias
veces en condiciones idénticas, se obtienen resultados diferentes (y, por lo tanto, en
cierto modo, impredecibles).

[l Observacion

Observe que, en esta definicién, el hecho de que un fenémeno se identifique como
aleatorio depende de la incapacidad del observador para preverlo por completo, lo
que le hara declarar de forma categédrica que el fendbmeno es intrinsecamente alea-
torio.

Sin embargo, cuando repetimos el experimento un gran nimero de veces, vemos que
los resultados se distribuyen siguiendo una ley o distribucién estables, es decir, con
frecuencias de aparicion de los resultados que dependen del valor del resul-
tado. Por ejemplo, si observa las calificaciones de bachillerato de un gran ntimero de
estudiantes, encontrard una frecuencia de las calificaciones promedio més altas que la
frecuencia de las calificaciones peores o buenas. Debido a que tenemos esta ley de los
grandes nimeros, podemos permitirnos hacer algunos célculos matematicos para
estudiar el fenémeno.

Un evento, que se define como una parte de todos los resultados posibles, es
tanto mds probable cuanto mads grande es la parte de los resultados posibles.

Por ejemplo, el evento t ener _una_not a_superi or _a_5 tiene una probabilidad
mayor que el eventot ener _una_not a_superior_a_8.

[l Observacion

Cuando el nimero de posibles resultados es infinito, el namero de posibles eventos
también lo es y surgen ciertas dificultades matematicas. En este caso, los matematicos
trabajan en un subconjunto del conjunto de eventos posibles, al que llaman fribu. Una
tribu es estable mediante intersecciéon y uniéon numerable de eventos (que se pueden
contar), es decir, estas intersecciones o uniones pertenecen a la tribu. Dado un evento
de la tribu, esta incluye como parte de la tribu los eventos vacio y su opuesto o com-
plementario, es decir, «todos los resultados posibles». En este caso, solo podremos de-
finir una probabilidad sobre los miembros (eventos) de la tribu.
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Probabilidad, variable aleatoria y distribucion
Probabilidad

Una probabilidad es una aplicacién que mapea los eventos de una tribu, con
valores entre 0 y 1 (ambos incluidos), tal que:

— la probabilidad del evento, incluidos todos los resultados posibles, es igual a 1,

— la probabilidad de cualquier unién numerable de eventos disjuntos de la tribu (es
decir, sin un resultado comun) es igual a la suma de las probabilidades de estos even-
tos.

Por ejemplo, la probabilidad de tener una nota entre 0 y 20 es igual a 1, y la probabili-
dad de tener una nota entre 16 y 18 o entre 18 y 20 es igual a la probabilidad de tener
una nota entre 16 y 20.

Ademas, la probabilidad de un evento imposible (por ejemplo, tener una puntuacién
inferior a 5 y al mismo tiempo superior a 18) obviamente es cero.

Variable aleatoria y distribucion

Veamos ahora la nocién de variable aleatoria porque puede generar confusién. En
efecto, una variable aleatoria no es una variable, sino una funcién, que va desde
los resultados de un experimento de un espacio medible hasta un conjunto no especi-
ficado y que nos permite caracterizar el experimento.

Supongamos que estd interesado en los libros de una biblioteca y la variable aleatoria
X representa el nimero de paginas. Existe una funcién que, para cada resultado (es
decir, cada libro elegido al azar), devuelve el nimero de p4ginas. Evidentemente, son
posibles otras variables aleatorias; por ejemplo, una variable y que en nuestro ejemplo
indicara si la cubierta es dura o blanda.

Seguidamente, obtenemos una probabilidad p,, que se llama ley de la variable x (o
distribucién de x si nos referimos a la estadistica), que proporciona una probabilidad
para cada valor de X (aqui, el nimero de paginas) y para cada evento de la tribu de los
posibles subconjuntos de los valores de X (por ejemplo, la probabilidad de elegir una
obra de entre 100 y 200 p4ginas). Podemos ver facilmente que el aspecto de la distri-
bucién de x no tiene nada que ver con el de la distribucién de y (tapa dura o blanda).

Calculos sencillos sobre las distribuciones

Hay algunas propiedades que debe conocer sobre las distribuciones.

Tenemos: Pxey * Pxoy = Px + Py
Si x e y son disjuntos, es decir, mutuamente excluyentes, tenemos: py ¢ y = 0y por
tanto py oy = Px + Py
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Estas dltimas lineas se entienden facilmente si tomamos un punto de vista conjuntis-
ta donde la expresiéon x e y significa la interseccién de los eventos correspondientes,
y donde la expresién x o y significa la unién de los eventos correspondientes.

Elejemplo de la siguiente seccién describe una forma de determinar py  y, y le ayudara
a entender mejor esta nocién.

Condicionamiento y probabilidad condicional

Cuando hemos fijado el valor o valores de una variable aleatoria cuya distribucién
conocemos y si las variables son dependientes, esta informacién condiciona la proba-
bilidad de otra variable.

Para simplificar las siguientes explicaciones, vamos a discretizar la variable aleatoria
X, es decir, la vamos a transformar en un ndmero finito de valores. Consideraremos
que un libro de menos de 100 péginas es «pequefio» y «grande» en caso contrario.

Consideremos en general que el 90 % de los libros «grandes» utilizan tapas duras y, en
el caso contrario, dichas tapas solo se utilizan en el 15 % de los libros. Ahora tenemos
una distribucién de probabilidad condicional que podemos denotar por |y y que
se establece de la siguiente manera: p_de_y_sabi endo_x.

Veamos en detalle el aspecto de esta distribucién de probabilidad condicional. Lo
expresamos diciendo «la probabilidad de que el libro tenga tapa dura sabiendo que es
grande es del 90 %»:

py|x(dura , libro grande ) = 90 % # entonces:
py|X(blanda , libro grande ) = 10 %
py|x(dura , libro pequefio ) = 15 %
py|x(blanda ; libro pequefio ) = 85 %

Si conocemos la distribucién py de los libros grandes y pequefios de la biblioteca,
podemos inferir la distribucién de cubiertas duras gracias al tamafo de los libros.
Supongamos que tenemos un 80 % de libros grandes, entonces:

px(libro grande ) = 80 % # y:
py (libro pequefio ) = 20

oo

Esto nos permite calcular la distribucién de cada tipo de libro con respecto a las dos
variables aleatorias juntas y hacerlo sobre todos los libros de la biblioteca: py y . La
probabilidad de que un libro sea de tapa dura y grande:

py y x (dura, libro grande)=
py,x(dura,libro_grande) * py(libro grande) =
90% * 80% = 72% = 0.72

# entonces:

py yx(blanda,libro_grande):
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py‘x(blanda ,libro grande) * p,(libro grande) =
10% * 80% = 8 $ = 0.08

Py vy x (dura, libro pequefio)=
Py|x (dura,libro_pequefio) * p,(libro_pequefio) =
15% * 20% = 3% = 0.03

blanda, libro pequefio) =
py‘x(blanda,libro_pequeﬁo) * py(libro pequefio) =
85% * 20% = 17% = 0.17

Py v x(

[l Observacion

Vemos que la suma de Pyyx€s igual a 1, que efectivamente se corresponde con el
valor de la probabilidad cuando consideramos un evento que incluye todos los resul-
tados posibles.

Se demuestra que podemos generalizar de la siguiente manera para variables aleatorias
discretas (numerables), asi como para distribuciones sobre variables aleatorias que
reciben sus valores de conjuntos no numerables, como los ntimeros reales o los vec-
tores reales (o incluso funciones):

Pyex = Pyx-Px = Pxy-Py = Pxey

Esta férmula es véalida asumiendo que las distribuciones de x e y no son nulas.
En la misma linea, con tres variables aleatorias tenemos:

Pxeyez = Px . Pyix. Pzxey)

Y asf sucesivamente. Podemos generalizar para cualquier nimero de variables aleato-
rias.

Independencia

La nocién de independencia entre variables es muy atil. En muchas ocasiones, es la
condicién estricta para poder utilizar ciertos algoritmos. De manera intuitiva, pensa-
mos que es mds facil interpretar un fenémeno cuando podemos vincularlo a variables
aleatorias independientes. La idea general es que tener informacién sobre una de las
variables independientes no proporciona informacién sobre la distribucién de la otra
variable aleatoria.

Obviamente, esto se traduce en (asumiendo distribuciones distintas no nulas):
Px|y = Px lo que es equivalente a:

Py|x = Py lo que es equivalente a:

Pxey = Px- Py
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[l Observacion

Tenga en cuenta que esta nocion de independencia no se debe confundir con la
nocién de eventos disjuntos, es decir, que no comparten ninguin valor de resultado. Por
ejemplo, imagine que, en nuestra biblioteca, los colores del reverso de los libros depen-
den de la nacionalidad de los autores, que solo pueden ser franceses o alemanes. El
evento {azul, blanco, rojo} significa que un libro tiene, al menos, un autor espafol y el
evento {negro, rojo, amarillo} significa que tiene, al menos, un autor aleman. Estos dos
eventos tienen una interseccién no nula, a saber, el color {rojo}. Sin embargo, el hecho
de identificar que un autor es aleman a través de los colores {negro, rojo, amarillo} no
proporciona ninguna informacién sobre si existe o no otro autor del libro que sea
francés y que se puede identificar por sus colores {azul, blanco, rojo} y viceversa. Las
dos variables aleatorias son independientes y, sin embargo, no disjuntas.

1.1.3 Un poco de matematicas: notacion y definiciones utiles

Desde el inicio del capitulo, hemos ahorrado en notaciones para no sobrecargar la
exposicién. A continuacién, vamos a ver las notaciones y definiciones a las que nos
podriamos enfrentar.

Lista de notaciones muy basicas

La definicién de un conjunto utiliza llaves. El conjunto A de nimeros enteros pares se
podria escribir como:

A = {los enteros pares }

= in € H art i
H IPAE L % 12 barra se lee «tal que»

=1{0,2,4,...}
={n € N3k € N, (n=2k)}
Se puede leer «conjunto de los elementos del conjunto de enteros naturales, que aqui

llamaremos n, tales que existe un ntmero natural, que aqui llamaremos k, de tal
manera que n es igual a 2 veces k».

Para denotar un experimento aleatorio, normalmente se usa el simbolo €.
El espacio de estados asociado con el experimento (es decir, el conjunto de todos los
resultados posibles del experimento aleatorio €) se denota con omega maydscula: £1.

Uno de los resultados de este conjunto se denota (omega en mintsculas): .

El hecho de que este resultado pertenece a {1 se denota con @ € {1,
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Si £ es numerable, podemos escribirlo como el conjunto discreto de resultados
posibles {®wq , Wy ..} (aqui hemos indexado de 1 a infinito: N™: Q={ o }ien.

Si {1 es finito con una cardinalidad (es decir, un tamafo) de n elementos, podemos
escribirlo como el conjunto discreto de resultados posibles: {w; ,w; .. ,w, }:

Q=1{ o }iznien

El conjunto de partes de £, es decir, todos los conjuntos que podemos construir con

elementos de {1, al que agregamos el conjunto vacio ¢, normalmente se escribe

P,

7

Notaciones y elementos relacionados con la teoria de las medidas

Detrés del término «medida» pensamos de manera intuitiva que estamos frente a una
teorfa que nos permitird controlar la forma en que podemos percibir las cantidades
(ndmeros reales positivos o cero), que se corresponderdn con conjuntos de «alguna
cosar.

Debemos ser conscientes de que no todo es medible y, por lo tanto, se ha impuesto a
los matemadticos la necesidad de disefiar una teorfa que permita una medicién precisa.
Los siguientes elementos introducen el vocabulario que permite leer textos que mane-
jan esta nocién de medida. No pensamos que fuera razonable evitar estos conceptos,
un poco abstractos, en un libro sobre data sciences porque los data scientists manipu-
lan probabilidades que son medidas, en el sentido matematico del término.

Vamos a empezar definiendo un término extrafo en este contexto: «tribu». Una tribu

A sobre {1 es un conjunto de subconjuntos resultantes de las partes de € : P(£)
] ] % )

que incluye el conjunto vacio (1), que es estable por complementariedad (el comple-

mentario en £ de cualquier parte también pertenece a {1) y también es estable por
unién numerable (cualquier unién finita de conjuntos pertenecientes a la tribu tam-

bién pertenece a la tribu). Como el complemento del conjunto vacio ¢ es {1 mismo,
de acuerdo con la regla anterior, cualquier tribu incluye al menos los dos elementos de

la siguiente tribu: {¢, O }.

Es atil saber que la unién o interseccién finita de tribus () es, en si misma, una tribu

de (1.





